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Анотація. 
Розглянуто комплексний підхід до оптимізації розподілених баз даних засобами цілочисельного 

лінійного програмування з булевими змінними та рангових алгоритмів. Та наведено відповідні 

оцінки відносної похибки і кількості неточних рішень при застосуванні відповідних алгоритмів 

для одномірної задачі.  
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Метою даної роботи є визначення оптимального розміщення 

фрагментів розподіленої бази даних у багатовузловій 

архітектурі таким чином, щоб максимізувати узагальнений 

показник системи при дотриманні ресурсних обмежень кожного 

вузла. Позначимо: 

 −= n2 t,...,t,tT
1 множина фрагментів бази даних, 

 −= m2 s,...,s,sS
1 множина вузлів (серверів) у розподіленому 

середовищі, 

 − 1,0x ij булева змінна яка приймає значення 1, якщо 

фрагмент it  розміщено на вузлі js , 0 інакше,  

− 0ij оцінка ефективності розміщення фрагмента it  на 

вузлі js , що враховує частоту запитів, затримки передачі, 

продуктивність,  

− 0i розмір фрагмента it , 

− 0jC доступна ємність вузла js . 
В такому разі математична модель має вигляд: 

 


= =

→=
n

1i

m

1j

ijij maxxZ

    (1) 

 

за умов: 

 

 
=


m

1j

ij n,...,1i,1x

    (2) 

 

 
=


n

1i

jiji m,...,1j,Cx

    (3) 

 

  j,i1,0x ij 
 

 

Пристрій оптимального розміщення фрагментів розподіленої 

бази даних ґрунтується на використанні рангового підходу до 
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рішення задачі цілочисельного лінійного програмування з 

булевими змінними, а також пристрою який функціонально 

містить: блок сортування даних – 1; блок управління 

систолічним процесором – 2; обчислювальний пристрій -3, у 

склад якого входять процесорні елементи (ПЕ1… ПЕn) - 4, у 

кожному з яких присутній блок регістрів -5; арифметичний 

обчислювач - 6, який працює за обраним правилом відсікання 

неперспективних варіантів; блок ідентифікації – 7; а також 

обчислювальний пристрій формування вектора шляху - 8 та модуль 

пам'яті – 9 [1-12]. 

Робота такого пристрою полягає у наступному (рис. 1, 2). 

 

 
Рисунок 1 

Граф для пошуку маршруту 
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Рисунок 2 

Пристрій оптимального розміщення фрагментів розподіленої бази даних 

 

На основі рангового підходу вирішується задача 

оптимального розміщення фрагментів розподіленої бази даних 

[9-12].  

В блоці сортування даних виконується один із варіантів 

сортування: 

1. Сортування даних по відношенню значення коефіцієнтів 

цільової функції до середнього значення коефіцієнтів 

відповідних стовпців матриці обмежень. Для кожної змінної i: 
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де: 

−iс коефіцієнт цільової функції (функціонала) для змінної 

i, 

−ij елемент матриці обмежень А,  

−m кількість рядків (обмежень), 

−
=

m

1j

ji

сума всіх елементів стовпця i,  

середнє значення: 


=

=
m

1j

jii ,
m

1
mscan

 

захист: якщо середнє дорівнює 0, змінюємо його на 1.  

 

Використання даного критерію: 

– відображає «ефективність» змінної відносно середнього 

впливу її на обмеження; 

- дає змогу знаходити змінні, що мають високий коефіцієнт 

функціонала при мінімальному середньому обмеженні. 

2. Сортування даних по відношенню значення коефіцієнтів 

цільової функції до максимальної ваги відповідної змінної в 

обмеженнях. Для кожної змінної i: 

 

jij

i

i
max

c
K


=

     (5) 

 

де: 

−iс коефіцієнт цільової функції (функціонала) для змінної i, 

−ij елемент матриці обмежень А,  

−= m,...,2,1j
рядки матриці (обмеження), 

− jijmax
максимальне значення у стовпці i,  

захист: якщо максимум дорівнює 0, то в знаменнику ставимо 

1 (щоб уникнути ділення на нуль).  

 

Використання даного критерію: 

- показує, наскільки «сильним» є внесок змінної у цільову 

функцію відносно найсильнішого його обмеження; 
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– підходить для задач, де важливо враховувати 

максимальний вплив змінної на якесь із обмежень. 

3. Сортування даних за нормованим залишком допустимості 

обмежень. Цей критерій оцінює, наскільки «запас» за 

обмеженням дозволяє обрати конкретну змінну без порушення 

допустимості системи. Для кожної змінної i: 

 

















=

ji

j

j

i
i

b
min

c
К

     (6) 

 

де: 

−iс коефіцієнт цільової функції (функціонала) для змінної 

i, 

−jb права частина j-го обмеження, 

−ij коефіцієнт матриці обмежень А для змінної i в 

обмеженні j,  

обчислюєтьсья тільки для 
0ji 
 (оскільки для 

0ji =
 змінна 

не впливає на обмеження), 

−
 ji

jb

потенційний “запас” для включення цієї змінної в 

план,  

Після підрахунку – чим меншим є мінімальний запас, тим 

гірше, тому обирається максимальний iK .  

 

Використання даного критерію: 

– відображає потенційну «загрозу» включення змінної для 

використання обмежень; 

- корисно для раннього виключення змінних із критично 

малим запасом допустимості. 

4. Сортування за відношенням до стандартного відхилення 

коефіцієнтів у матриці обмежень. Для кожної змінної i: 

 

i

i
i

c
К


=

      (8) 
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де: 

−iс коефіцієнт цільової функції (функціонала) для змінної i, 

−i стандартне відхилення коефіцієнтів у стовпці i матриці 

обмежень А: 

 

( )
=

−=
m

1j

2

ijii
m

1

,     (9) 

 


=

=
m

1j

iji
m

1

.     (10) 

 

Слід зазначити, якщо
0i =
 (усі коефіцієнти рівні або мають 

значення нуль), задається 
1i =
 для уникнення ділення на нуль. 

Використання даного критерію: 

– чим менше «розкидання» коефіцієнтів змінної по 

обмеженням, тим більш «стабільною» є змінна та її вплив – 

тому така змінна отримує вищий пріоритет; 

– актуально для задач, де важлива рівномірність впливу 

змінної на всі обмеження. 

5. Сортування за щільністю включення змінної в систему 

обмежень. Для змінної i: 

 

i

i
i
count

c
K =

      (11) 

 

де: 

−iс коефіцієнт цільової функції (функціонала) для змінної i, 

 

( ),count
m

1j

iji 
=

=

     (12) 

 

( )




=


=

0якщо,0

0якщо,1

ji

ji

ij

.    (13) 
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Якщо 
0count j = (змінна не входить до жодного обмеження), то 

приймається 
1count j = , щоб уникнути ділення на 0. 

Використання даного критерію: 

- якщо змінна входить до великої кількості обмежень – 

вона «перевантажена» і може ускладнити пошук рішення; 

- чим менше таких обмежень – тим «більш вільна» змінна 

для включення у рішення; 

− важливо для задач з великою кількістю сильно 

взаємопов’язаних змінних. 

6. Комбіноване сортування на основі гармонійного 

середнього декількох критеріїв. Для змінної i, якщо 

розраховано k  різних критеріїв 
)k(

i

)2(

i

)1(

i K,...,K,K
: 

 


=

=
k

1p
)p(

i

comb

i

K

1

k
K

     (14) 

 

Гармонійне середнє особливо підходить, коли важливо 

уникнути надто малих значень серед критеріїв. Якщо для якоїсь 

змінної деякий критерій дорівнює 0, його змінюють малим 

додатнім числом для уникнення ділення на 0. 

Використання даного критерію важливо для задач, де жоден 

критерій не повинен домінувати над іншими. 

7. Сортування за оцінкою потенційного внеску змінної у 

поліпшення функціоналу. Для кожної змінної ix розраховується 
оцінка її внеску: 

 

i

i

i

c


=

     (15) 

 

де: 

−ic  внесок змінної в цільову функцію (чим менше ic , тим 
краще, бо задача пов’язана з мінімумом) 

− i  оцінка навантаження змінної на обмеження – тобто, 

наскільки сильно вона "завантажує» ресурси системи при 
.1x i =  
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Варіанти обчислення 
:i  

- сума коефіцієнтів в обмеженнях: 

 


=

=
m

1j

jii

     (16) 

 

- максимальний внесок в обмеження: 

 

ij
j

i max =
     (17) 

 

середній внесок: 

 


=

=
m

1j

jii
m

1

    (18) 

 

- нормований внесок з урахуванням запасу допустимості 

(якщо відома поточна частина плану x): 

 

( )
= −


=

m

1j jj

ji

i
Axb

    (19) 

 

Сортування змінних проводяться за зростанням: 

 

i

i

i

c
r


=

     (20) 

 

Тобто змінні з найменшим ir  мають найбільший потенціал 

покращення цільової функції при найменшому «навантаженні» на 

систему 

Оцінка впливу сортування коефіцієнтів при функціоналі за 

відповідного обмеження для одномірної задачі представлена на 

рис. 3-4 [8-9]. 

Обчислювальний пристрій – здійснює обчислення локальних 

екстремумів при заданому функціоналі та обмеженні, а також 

визначає номер вершини, у якій локальний екстремум (ЛЕ) 
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визначений за правилом відсікання неперспективних варіантів: 

а) за критерієм вибору максимального значення довжини 

шляху в графі за вагою функціоналу на основі принципу 

оптимізації за напрямком (алгоритм MAX): 

 

pjnrjnrppjr
sjc

rr
sp

j

=+==+= ,,1)},({max
}{

1 
  (21) 

 

б) за критерієм вибору мінімального значення довжини 

шляху в графі за вагою обмеження на основі принципу 

оптимізації за напрямком (алгоритм MIN): 

 

)}p,j({min r
sj}{

1rr
sp

j

=


+=

pjnrjnrp =+= ,,1
.  (22) 

 

в) за критерієм вибору максимального значення довжини 

шляху в графі за вагою функціоналу та мінімального значення 

довжини шляху в графі за вагою обмеження на основі принципу 

оптимізації за напрямком (алгоритм MAX-MIN): 

 

( ) 
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;p,j

:L r
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1rr
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pjnrjnrp =+= ,,1
. (23) 

 

Виключаються шляхи 
  )nr,(p  , =r

sp
 у множині 

r

sjm  поточного 

рангу r, довжини якої 
( )rspcd 

 задовольняють нерівності: 

 

( )
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}{        

max
*

j

r

spcp

r
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dd
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





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    (24) 

 

де p=cp+1+cp+2+...+cn та для вершини jn вага j – дорівнює 
нулю; 

)(d r
spc   – довжина шляху від вершини s до вершини p рангу 
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r за вагами функціоналу. 

 

При умові, якщо визначиться декілька шляхів мінімальної 

(максимальної) довжини за вагою обмеження (функціоналу), то 

серед них вибирається шлях із найбільшим значенням довжини за 

вагою функціоналу, також якщо визначиться декілька шляхів 

максимальної довжини за вагою функціоналу, то серед них 

вибирається шлях із найменшим значенням довжини за вагою 

обмеження. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 3 

Оцінка відносної похибки наближеними алгоритмами при сортуванні 

коефіцієнтів для одномірної задачі 

 

Перевіряється, чи вся множина шляхів наступного (r+1)-го 

рангу порожня. Якщо умова виконується, то в множинах 

виділяється шлях максимальної довжини за вагою функціоналу і 

алгоритм закінчує роботу. Якщо умова не виконується, то 

перевіряється 
( )1−= nr

. У разі виконання рівності в множині 
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виділяється шлях максимальної довжини за вагою функціоналу і 

алгоритм закінчує роботу, інакше збільшується r на 1 та 

виконується обчислення у відповідності до (21-24). 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рисунок 4 
Оцінка кількості неточних рішень обраним алгоритмом при сортуванні 

коефіцієнтів для одномірної задачі 

 

Кожний процесорний елемент обчислювального пристрою 

виконує обчислення паралельно та здійснює обмін даними між 

сусідніми процесорними елементами після завершення обчислень. 

Блок регістрів кожного процесорного елементу зберігає та 

забезпечує мікрооперації передачі даних між регістрами блоку 

регістрів сусідніх процесорних елементів. 

Арифметичний обчислювач обчислює локальні екстремуми на 

підставі даних, що надходять з блоку регістрів, вибирає 

локальний екстремум за правилом (24) та пересилає його в 

обчислювальний пристрій формування вектора шляху для 

визначення глобального екстремуму та формування вектору 

шляху. 

Блок ідентифікації визначає номер вершини, у якій 

локальний екстремум визначений (рис.2). 
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Модуль пам'яті зберігає номери вершин локальних 

екстремумів на кожному ранзі обчислень. 

Дані nDDD ,..., 21  надходять одночасно у кожну систолічну 

комірку обчислювального пристрою, в яких здійснюється 

обчислення. Введення даних здійснюється за допомогою блоку 

управління систолічним процесом з блоку сортування даних. 

Пам'ять блоку управління систолічним процесором 

використовується у якості буферу між високошвидкісною 

спеціалізованою шиною і низькошвидкісною шиною електронної 

обчислювальної машини. 

За необхідністю дані у блоці управління систолічним 

процесором оновлюються, зчитуються та опрацьовуються 

обчислювальним пристроєм. 

Таким чином мета даної роботи досягнута. 
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